- 


XXIII. — Delle variabili complesse negli iperspazi 4II. 


Nota II. 


Ibidem, pp. 291-299. 


1. Alla fine di una Nota, che ebbi l’onore di presentare nella seduta 
precedente, ho accennato che nel cercare le condizioni necessarie pel colle- 
gamento di isogeneità risulta la differenza che passa fra il modo di compor- 
tarsi delle funzioni di linee nello spazio ordinario e quello delle funzioni gene- 
rali negli iperspazî. 

Abbiansi infatti due funzioni F |[S,] |, ® | [S,] | isogene; posto 

dF d® n 
(1) E Tia PAi, PRR va TT d (Xi, Xi 43) re ln e PT, 
dovremo avere 
(OX 


POLARE AA 
(2) DeGe =f, 


ove f è una funzione dei punti dell’iperspazio totale indipendente dagli indici 
Waa. Ne segue che 


(3) Di 0 * i, 41 = fidi i, 
onde 
rta 3 Ja 
(4) a I) Pettini i a = 0 


Se ne conclude che afinché F sia collegabile in modo isogeno ad altre 
funzioni, è necessario e sufficiente che esista un integrale comune al sistema 
di equazioni differenziali lineari simultanee (4). 

2. Denotiamo con Hi, ;,---i,,, i primi membri delle equazioni (4). E fa- 
cile dimostrare il teorema: 


Se, oltre alle condizioni di integrabilità 


giro Dirt trisristr felha i 
> (—- Dy en Og 
£ s xi; 
le p soddisfano alle altre condizioni 
r +2 
(5) pa = I)" di, k,: S h, Dis: IERI rE F în ta TOO » 
I 

il sistema di equazioni differenziali 
(6) H;, fair 4a mai. 


è un sistema completo. 
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La dimostrazione si fa osservando: 1° che se $;,:,---i,,, è diversa da 


r+i 
zero, tutte le equazioni (6) sono una conseguenza delle equazioni indipendenti 


fra loro 


(7) Hi; ci; io ’ Hiei 4: ha TO e ea Hi ei pr araa m 9. 


I r+1 I I 


in cui le 4,,4,,-:- An--;--: sono differenti fra loro e dalle 7; 2° che le 
funzioni alternate del POISSON 


(Hi ---i,14 , Hiei pr’ y) 


sono identicamente eguali a zero, cioè che il sistema (7) è Jacobiano. 
Quando sono soddisfatte le (5), la funzione F | [S,]| si chiamerà ele- 


mentare. 
Il sistema (6), ovvero il sistema (7), dovrà ammettere 7 + 1 integrali 


indipendenti 
Ps Pr Pa Pr. 
Ne segue che il rapporto 


to Dis cc ins 
ven d (9, 91°- 9) | 


d (Zi, Xiz Zip 43) 


dovrà essere indipendente dagli indici ;,-..7,+,. Ora applicando la (4), 
dalla equazione precedente segue che 


r 4+2 


20 d (9,1: Ẹr) 
ZL.» ge oee i o. 
is (Lin A His 4x** -Zip 43) 
x # ® ə 
9 dovrà dunque essere una funzione di ọ, 9: -- 7, € posto e = 0, avremo 
POME A goin etka aai 
ir0 °° it: d (Xi ++ Kipya) 
Si ottengono quindi i teoremi: 
19 Se F | [S.]| è una funzione elementare, si avrà 
OF _ d(90,91,0--9) ba j 
piatto le E donate dee e E 
0 (Zi, - Zip 43) d(ki;- eii tippy) s i E 


OVE Qo, Qı + Q, sono r + 1 integrali indipendenti comuni al sistema di 
equazioni differenziali 

r+2 
DM (— 1) di, EEE AR TT EA == 0h 


I 


Reciprocamente: 
2° Prese r + 1 funzioni indipendenti Qo, 9: ||| 9, e posto 


d (Po , p1° + Pr) 


d (Xis Kipya) MEO 4g 
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avremo che le pi,.. saranno derivate di una funzione elementare F | [S;] |. 


‘541 
3° Tutte le funzioni isogene ad una funzione elementare, sono Funzioni 
elementari. 
Applicando alle funzioni elementari il teorema che abbiamo dato come 
estensione di quello di STOKES (vedi Nota precedente, art. 6), otterremo per 
esse l’espressione analitica 


d Tia: i r 
FISA] = fo reti. do; do, edo, 
S 


essendo 
Xi = Xi (Or, 0,,::-®,) (E= I2 A) 


le equazioni Aehintepazio Sr. 

Le funzioni @0, 91,‘ +9, si diranno coniugate alla F. Le fazioni ele- 
mentari godono quindi della notevole proprietà di essere le sole funzioni 
coniugate ad un sistema di funzioni di punti, proprietà che nello spazio ordi- 
nario si verifica per tutte le funzioni di linee di primo grado. 

3. Alle funzioni di primo grado negli iperspazî è applicabile una spe- 
ciale operazione di composizione di cui daremo ora un cenno. 

Si abbiano le due funzioni F|{[S,]|], e ®|[S;-,]| di primo grado e si 
ponga 


dF = ba... dð 
m ENS ERE Saa gare N - ss 
ci hr41 ’ d (Eh, 42° Tht 4a) q r+2 t+2 
(8) sus, a Sidi Ph, brit Dhy4 90442 


in cui 4,- - -4,4, è una permutazione, sempre pari, di 7,---7,+, e Xx è una 
somma estesa a tutte le combinazioni dei #+ 2 indici 7,---24.7 +1 a 
7 + 1. Ciò premesso si può dimostrare il teorema: 

Esiste una funzione di primo grado Y |[S,+:]| tale che 


dT 


=a E MMN; 
9 (Xi, "= Zitta) ; 


POET 


Per denotare che frale- derivate delle tre funzioni F,®, Y, passa la 
relazione (8), scriveremo 


Y=(F,9). 


In generale, se le F‘|{S,,]i] sono funzioni di primo grado, intende- 
remo per 


P=(F®, F®,...F®) 


K 
una funzione di iperspazî Sr (r Ss >+ +K— r) ottenuta mediante le 
I 


seguenti operazioni 


a = (FOFO); O, = (0,, F9), -P = (Ok, , FO). 
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Diremo che P è composta delle F®, F@,...F®. La operazione della 
composizione gode evidentemente della proprietà associativa. La inversione 
degli elementi F non potrà produrre che delle mutazioni di segno. Le F©) 
si potranno chiamare i divisori di P, per modo che, se una funzione di iper- 
spazî non ammette altro divisore che sé stessa, potrà dirsi prima. È facile 
riconoscere che ogni funzione di primo grado che non è prima, può decom- 
porsi in divisori primi e questa decomposizione può effettuarsi anche in più 
modi. Se una funzione dividerà uno dei divisori di una funzione, dividerà la 
funzione stessa. 

Due funzioni F e ® saranno isogene quando si abbia 


F SF) , = (F, ọ) 


con f e ọ funzioni di punti ed f funzione di 9. Se F c ® sono isogene lo saranno 
pure (F, ©) e (®©, 0). Una funzione elementare si potrà sempre decomporre 
in divisori funzioni di punti. 


4. Siano F e ® due funzioni elementari isogene. Posto 


IF IP 
sya al 3 ——_— = bi y ’ 
O (tisnin a I rti 9 (ki, Linka) I "+1 
avremo 
r+2 
(9) È, (n I) lieis hy ZEEE P bi, hy--h, 20 


I 


Reciprocamente è facile riconoscere che, se le æ e le 5 soddisfano alle 
equazioni precedenti, le due funzioni F e ® debbono risultare elementari 
ed isogene. Le equazioni di condizione (9) stabiliscono dunque, per le due 
funzioni, qualche cosa di più che il solo legame di isogeneità fra loro. Ora le 
equazioni di condizione (9) possono estendersi al caso di due funzioni di 
iperspazî di un numero diverso di dimensioni. Si abbiano infatti le due fun- 
zioni di primo grado F |[S,]],.®|[S] | con x> Poniamo 

°F di Sat ID | FERITA 
o (2 e $ Apo E EET OF ’ TETEA B) FIESSO 


e stabiliamo che 


r+2 
(10) 2, (DI ARRI PA O a=. 

Nel caso che consideriamo di 7 > # non è sempre necessaria la con- 
dizione che le due funzioni siano elementari, affinché siano soddisfatte le 
precedenti equazioni. Nel caso di 7 œ ż, diremo che le (10) ci stabiliscono 
le condizioni affinché F e ® siano zsogene. 

Si può dimostrare facilmente il seguente teorema: 

Ogni funzione che ammette per divisore F è isogena a ®. 
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5. Si abbiano due funzioni di primo grado F|[S,]|, ®|[S,]| isogene. 
Avremo che 
_'elugrio? dre 
dSr+1 7 dS41: 
dipenderà soltanto dal punto dello spazio in cui si sono prese le derivate. 
Sarà dunque ọ una funzione dei punti dello spazio totale ad x dimensioni. 
Si denoterà g col simbolo 4®/4F e col nome di derivata di ® rispetto ad F. 
Come teorema fondamentale si può dimostrare che /a derivata di ® rispetto 
ad F è isogena alle due funzioni ® ed F. 
Questa proposizione risulta immediatamente dalla formula (4) del- 
lart. 1, tenendo conto della definizione data nell'articolo precedente. 


6. Sia ora f, funzione dei punti dello spazio totale, isogena alla F LIS]. 
Fissata la direzione dell’iperspazio S,; sarà definito 4F/4S,,:, quindi sarà 


pure definito fi f 


S, 42 


£ È dS,+,. Questo integrale lo rappresenteremo col simbolo 
fi fdF . 


St 

Col cambiare la direzione dell’iperspazio S,}, cambierà evidentemente 
il segno dell’integrale. 

Si supponga che l’iperspazio S,4; sia chiuso e tale che formi da solo il 
contorno di un iperspazio S,4, immerso nell’iperspazio totale ed entro il 
quale né la f, né la F abbiano alcuna singolarità. Avremo 

iii rr PEN A EF |7 oE. ERRAR Oasen ipa 49 ta 


Kipy 3) È 
Sr41 Sr+1 Sti 


Xi 


ove le « sono i coseni di direzione dell’iperspazio S,4;. Scegliendo convenien- 
temente la direzione dell’iperspazio S,4;, i cui coseni denoteremo con fii,...i,,.,» 
ed applicando il teorema che abbiamo dato come estensione di quello di 
STOKES (vedi Nota precedente, art. 6), si otterrà 


ta 4 O (SDire isa isp iy 9 = 
pa- / > CP AA z (Ea ARR a E S I SER 


S,41 Sr42 
LEGS 
of 
= [ss ; a Erm A Ss di, TAANE dag, 1 
5,42, 


TIM pr PI 
E per conseguenza 
(11) [far =o. 


Spr 
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Se invece di un solo iperspazio S,+: si avranno gli iperspazî Sl), 
(i = 1,2---7m) che limitano lo spazio S,+., entro il quale non sussistono 
singolarità per f e F, si avrà la formula 


(12) Š, | zar = O, 
i (2) 
Sti 
scegliendo convenientemente le direzioni degli iperspazî Sl). M teorema con- 
tenuto nelle due formule (11) e (12) non è altro che una estensione del teorema 
di CAUCHY. 


7. Mediante dei contorni convenienti si tolgano dall’iperspazio totale 
tutte le porzioni dell’iperspazio stesso in cui f e F hanno delle singolarità. 
Quindi'si eseguiscano delle sezioni in modo che ogni iperspazio chiuso S,4, 
possa esser preso come contorno completo di un iperspazio S,+,. Si prendano 
due iperspazî S; , Sy, tali che si possa condurre un iperspazio S,,, avente 
i suddetti iperspazî per contorno. 

Per il teorema ottenuto come estensione di quello di STOKES, avremo 
che certi integrali estesi all’iperspazio S,+; potranno trasformarsi in integrali 
estesi ad S? e Sj. Gli integrali dovranno essere estesi in modo, che, stabi- 
lita la direzione di S,4:, restano determinate quelle di S° e S!, e reciproca- 
mente, stabilite le direzioni di questi iperspazî, resta fissata quella di S,,.. 

Noi supporremo che le direzioni dei tre iperspazî S? , S}, S,+: siano fra 
loro nella relazione voluta affinché sia ad essi applicabile la trasformazione 
di cui ora si è fatto parola. Ciò premesso risulta immediatamente dal teo- 
rema dimostrato nell’articolo precedente che 


Í. fdF 


Spr 


non muta cambiando l’iperspazio S,+,, purché si conservino inalterati gli 
iperspazî S; , S, e le loro direzioni. E perciò che l'integrale precedente si 
scriverà 
s; 
(13) [jaF, 
gI 


F: 


denotando con S% un iperspazio coincidente con Sf, ma avente opposta dire- 
zione. Si ha immediatamente la formula 


S; S; 
[far =— | faF. 
5 si 
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Se tenendo fisso l’iperspazio Sf si muta l’iperspazio S,, l’integrale (13) potrà 
ritenersi come una funzione di primo grado di S;, e quindi potremo porre 
S, 
[fdE = © | [S;] 


~ 


2 
S, 


Oltre a ciò ® ed F saranno isogene e avremo 


vale a dire Ze due operazioni di derivazione e di integrazione nel senso consi- 
derato sono reciproche l'una all'altra. 


8. Una funzione elementare di iperspazî S, ad x dimensioni si dirà 
d'ordine r; e diremo poi che un sistema di funzioni elementari è un sistema 
isogeno d'ordine p, quando tutte le funzioni di ordine eguale o superiore a 
che si ottengono dalle funzioni del sistema mediante l’operazione della 
composizione (vedi art. 3) sono nulle, mentre ve ne ha di quelle d’ordine 
p—1 diverse da zero. Tutte le funzioni ®|[S,]| del sistema dovranno 
dipendere da certe funzioni @, , 92: ** @4--- dei punti dell’iperspazio totale in 
modo che (vedi art. 2) 


30 d (Pi, » Ẹla°* ° Qle4r) 


9 (Ti f Kity) ini d (Xi; 7 ‘Kity 1) È 
cioè 
D = (P7, > Pr, Plet). 


Si hanno con facilità i teoremi seguenti: 
1° La condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema isogeno sia 
d’ordine r, è che si abbia 


(14) 


LACIE e ‘OR 43) 


eil Leg 
d (Xit Kipy) 


per ogni possibile combinazione degli indici lı» + «ly: , tr 0 -îr41. 

2° Una funzione del sistema d'ordine r — 1 è sempre isogena ad una 
altra funzione qualunque del sistema. 

‘3° Ogni funzione del sistema d'ordine r—1 ammette come divisore 
un’altra funzione qualunque del sistema d'ordine inferiore. 

Consideriamo: in particolare le funzioni di punti @;, g:***@#**+; esse 
potranno considerarsi come funzioni appartenenti al sistema zero. 

A cagione delle relazioni (14) può dedursi: 

Fra le funzioni del sistema d'ordine zero debbono esisterne, r, 9,92 | -0,, 
indipendenti, di cui tutte le altre sono funzioni, e, reciprocamente, ogni fun- 
zione d'ordine sero ottenuta prendendo una funzione arbitraria di quelle r indi- 
pendenti, apparterrà al sistema. 


27 
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Le 9,, 9a --9, potranno chiamarsi le. variabili indipendenti del sistema 


isogeno. i h 
Se dunque teniamo conto dei teoremi sopra dimostrati e di quello 


dell’art. 5 potremo dedurre che, se dI | SJ], F|[S,-;]| appartengono al 
sistema, si ha 


d® 
ZF = F O 92 <P) 


ove 9 è una certa funzione delle 7 funzioni indipendenti d’ordine zero del 


sistema @;, P.° ‘<P, . 
Se f è è una “funzione arbitraria di 9, , ©.---9, avremo 


(15) | [SdF =0, 


S, 


ove:S,, è uno spazio chiuso che forma il contorno completo di uno spazio 
S,+; ‘entro il quale f e F non hanno alcuna singolarità. Se l 
| F = (Prs Pa't Or) 
la j precedente (15) potrà scriversi 


(16) JI Faro) d (p1, 92:--9r) di 1 do, pi «doi =@; 


d (O1, 02° * +07) 


supponendo di porre le equazioni dell’iperspazio S, sotto la forma 
Xx = (0, 0° ©). 
Posto 


09, 
do, dos = d; Pi ’ 


la (16) potrà porsi sotto la forma 


d, 9; sd, 1 * "d, Pi 
d, P2 Yh Pa: "d, 9, del: 


eo o 0 o oo odao o oo 


a d, pr 4, Pr - d, 9, 


(17) [F(9,,9.---9) 


S 


Il teorema contenuto in questa formuia corrisponde al teorema che 
abbiamo dato come estensione di quello di CAUCHY nel caso in cui si tratti 
di funzioni elementari. 

Se S, non è chiuso, ma è limitato da due iperspazî Sf__; e S;—:, dopo che 
si siano tolti dall’iperspazio totale i luoghi di singolarità e si siano eseguiti i 
tagli convenienti, di cui si è fatto cenno nell’articolo 7, avremo che l’integrale 
che comparisce nel primo membro delle (17) non sarà più in generale nullo. Una 
volta stabilite le direzioni degli ipespazî S;_; , S—:,S, nel modo indicato nel- 
lart. 7, avremo che l’integrale stesso non dipenderà da S, ma solo da Spa; 


www.rcin.org.pl 


XXIII. - Delle variabili complesse negli iperspazi 419 


e S;—,; onde denotando, come nell’articolo citato, Sf; un iperspazio coinci- 
dente con S}_; ma preso in direzione contraria, potremo scrivere l’integrale 
precedente 


Sa d, 914,90: dr Qr 
d,d,,d, 2 --d, 2 

= ff gi rper o PUYS., 
ARI d, Pr Ja; Pr- -d, Pr 


Mantenendo fisso Sf_;, e mutando S;_;, avremo che ®- sarà una fun- 
zione elementare di ordine 7 appartenente ad un sistema isogeno d'ordine 7 
di cui @,, 9,---9, sono le variabili indipendenti. 

Potremo dunque, tenendo conto dei precedenti teoremi, enunciare la 
proposizione: | 

Sia ®,,®.-- ‘dm un sistema di variabili indipendenti funzioni di 
Xx} X2' ‘Xn (n>m>r). Posto 


fia: |d, 9,,4.9.,---d,9, 
Dial] -f AG nt tt i 
ji of PAG PIO N 
Sta 
F Sh (Prs Pa: Pr) dP: da: - -dOr 
i Spesi 


avremo che ® apparterrà al sistema isogeno di cui ọỌ,, Pa: ` -Ọm sono le varia- 
bili indipendenti, e, reciprocamente, ogni funzione appartenente al sistema 
isogeno di cui ®,, Q2,'*'Ọm sono le variabili indipendenti potrà ottenersi dalle 
variabili indipendenti mediante una integrazione multipla, come è indicato 
nella formula precedente. 

Questa proposizione rivela il legame esistente fra le rta di iper- 
spazî e le funzioni di più variabili complesse indipendenti. Essa prova infatti 
che la integrazione multipla delle funzioni di #2 variabili indipendenti dà 
luogo ad un sistema isogeno d’ordine 72 tale che quelle m variabili indipen- 
denti sono appunto le variabili indipendenti del sistema. 
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